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Devoir de contréle N°2

-Durée : 1h Epreuve : Analyse

L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Probléme:

On rappelle que les fonctions hyperboliques sont définies sur R par:

T +e® ' % — =%
ch{z) = g . O sh(z) = —
x
\ —— i 0,
Soit f la fonction définie par f(z) = { sh(z) i o7
1 si z=0.

1. Montrer que f est continue en 0.
2. Montrer que f est declasse C* sur R* et calculer f'(z) pour z € R*.
3. Soit g une application dérivable sur R qui s’annule en 0.
(a) Pour z € R*, en appliquant le théoréme de Rolle & la fonction
Fit v sh?(t)g(z) — g(t) sh*(z),
montrer qu’il existe ¢, entre 0 et x tel que
2st(c,)ch(e,)g(z) = ¢'(c.) sh?(z).

L1 . gl@) g(z)
E = lim —————=.
(b) En déduire que alrl_r% h2 () lim 2= N

(c) En déduire que f est de classe C' sur R et donner la valeur de f/(0).

4. (a) En utilisant le changement de variable X =e®, résoudre I’équation sh(z) = 1.
On note « sa solution.

(b) Veérifier que a €]0,1] et que f(a) = . (V2= 1.414 et e ~ 2.718).
1
5. On admet que pour tout t > 0, on a 0 < tch(t) — sh(t) < -2~sh2(t). Montrer que

VteR, [f'(t)] <

DO =

6. En déduire que pour tout z,y € R, on a
1
|f(z) = F)I < Sle -yl
7. On consideére la suite (), définie par: ug =1 et w1 = f (u,), pour n € N,

(a) Montrer que

1
VTLGN, [un-{—l_o‘! S”il“n"'al‘
(b) En déduire que
1 ”
¥n € N, lup —af < (—2—> :

(c¢) En déduire que la suite (u,),, est convergente et donner sa limite.
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